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VARIETES KAHLERIENNES
ET PREMIERE CLASSE DE CHERN

ANDRE LICHNEROWICZ

Introduction

Dans deux intéressants articles [3], [4], S. Kobayashi a étudié les variétés
k#hleriennes compactes ¥, admettant une premiére classe de Chern définie
positive ou définie négative. Le but du présent article est d’obtenir certaines
propriétés des tenseurs holomorphes de W, (contravariants ou covariants)
sous des hypothéses plus faibles concernant ¢,(W,) (caractére non positif ou
non négatif). On en déduit en particulier des propriétés du plus grand groupe
connexe de transformations holomorphes de W, (voir [9]).

Les principaux résultats sont énoncés dans les théoréemes 1 et 2 (§11 et
12) et constituent, en un certain sens, une extension de résultats de Nakano,
Kobayashi et Kodaira.

Les lemmes 1, 2 et 3 donnent les principaux instruments permettant d’établir
ces théorémes qui font intervenir aussi la proposition 2 du §10. Celle-ci
fournit une condition nécessaire et suffisante commode, en termes d’opérateurs
introduits par Kodaira, pour qu’un tenseur antisymétrique (contravariant)
soit holomorphe. Certains des résultats ont été énoncés dans [10].

Dans un but de simplicité, on a regroupé dans les §1 a 3 certaines des
notations et des formules utilisées.

1. Variété complexes

a) W, étant une variété différentiable connexe, paracompacte, de dimen-
sion réelle 2n, supposons qu’elle admette une structure analytique complexe.
Un systeme de coordonnées locales complexes est défini dans un domaine U
de W, par:

gp:2elU—{z}eCn a=1, ---,n).

Nousposonsz? =2 (@ = n + 1, - - -, 2n) et désignons par {z*} (k=1, - - -, 2n)
I’ensemble des 2n nombres complexes {z*, z*}. Dans I’intersection U N V des
domaines de deux systemes de coordonnées complexes, les coordonnées
complexes {z°} de z considéré comme appartenant a U, sont des fonctions
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holomorphes, 3 jacobien #¥ mnon nul, des coordonnées complexes {z*} du
méme point z considéré comme appartenant a . La structure complexe munit
W, d’une orientation naturelle.

On sait que la structure complexe de W, détermine en chaque point z de
la variété une structure complexe de 1’espace vectoriel tangent T, qui peut
étre définie soit par un sous-espace complexe convenable .S, de dimension
complexe n, du complexifié T¢ de T,(S: N S¢ = 0), soit par I’opérateur J,,
de carré—Id, défini de la manié re suivante: si v de composantes v, v* ap-
partient a T¢, on a:

(J.v)* = ive, (J,0)* = —iv®,

Le champ J des opérateurs J, définit la structure “presque complexe” de
W, déterminée par sa strutcture complexe; S¢ et St sont les deux sous espaces
propres de J, et »

(1.1) TS=S:®S¢.

b) L’existence de cette décomposition—ou si I’on préfére celle d’indices
de deux espeéces—conduit a la notion de type pour un tenseur et pour un
opérateur.

Nous appelons p-forme une forme différentielle extérieure a valeurs
complexes de degré p. Par abréviation, nous appelons p-fenseur un tenseur
contravariant antisymétrique complexe d’ordre p.

Soit d I’opérateur de différentiation extérieure sur les formes. Nous posons
ici d=d + d”, ou & est de type (1, 0) et 4”7 de type (0, 1). De & = 0, on
déduit par considération des types:

(1.2) ar=0, ar=0, dd’ +d'd =0 .

Une p-forme holomorphe est une p-forme 8 de type (p, 0) telle que 4”8
= 0. 1l est équivalent de dire que c’est une forme de type (p, 0) qui, pour
tout voisinage U de coordonnées locales complexes, a pour coefficients des
fonctions holomorphes dans U des z=.

Un p-tenseur holomorphe est un p-tenseur 4 de type (p, 0) qui, pour tout
voisinage U de coordonnées locales complexes, a pour composantes des
fonctions holomorphes dans U des z=.

¢) Une transformation holomorphe de W, est une transformation de W,
laissant invariante sa structure complexe, ou—ce qui est équivalent—laissant
J invariant. Une transformation infinitésimale (t.i.) définie par un champ de
vecteurs X est une t.i. holomorphe si:

(1.3) LX) =0

ol #(X) est I’opérateur de transformation infinitésimale (ou de dérivation de
Lie). En coordonnées locales complexes, (1.3) s’écrit:
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9 3
1.3 5,X-=0, (aaz_,az_)_
(1.3) ¢ 572’ * 37

(1.3") exprime que X?, partie de type (1,0) de X, est un 1-tenseur ou

vecteur holomorphe. Si X définit une t.i. holomorphe, il en est de méme pour
JX etl’on a:

(1.4) UX,Y]=[X,JY]=J[X,Y].

Dans la suite W, est suposée compacte.

Soit G le plus grand groupe connexe de transformations holomorphes de
W, compacte. Bochner et Montgomery ont établi que G est un groupe de
Lie complexe opérant sur W, de maniére analytique complexe ou holomorphe.
L’algebre de Lie de G peut étre identifié @ ’algébre L, des transformations
infinitésimales holomorphes. D’aprés (1.4), J définit sur L, une structure
d’algébre de Lie complexe et celle-ci correspond 2 la structure complexe de G.

2. L’ideal Ide L,

a) Si A est une 1-forme holomorphe de W,, X un élément de L,, le sca-
laire X<, est holomorphe sur la variété compacte W,. Par suite:

2.1) i(X)h = X*h, = const.

ou i(X) désigne ’opérateur de produit intérieur par X.

Soit H™® I’espace vectoriel complexe des 1-formes holomorphes fermées.
On sait que toute forme 4 ¢ H® a périodes imaginaires pures est nécessaire-
ment nulle. Si b,(W,) désigne le p° = nombre de Betti de la variété, on a donc
dimzH® < by(W,). Nous désignons par HP le sous-espace de H® défini par
les éléments ~ de H® tels que i{(X)h = O pour tout X € L,.

b) Soit I I’espace vectoriel complexe défini par les X € L, tels que:

i(XYh=0 pour tout 2 e H®.
Si X, Y e L, considérons le crochet Z = [X, Y] et le produit:
i(Z)h = Z°h, = X?3,Y°h, — Y?3,X"h,
soit:
(Z)h = XP0,(Y°h,) — YP0,(X°h,) — X“Y*(@0,h, — 0,h,)=0.

Ainsi si L} = [L,, L,] est I’idéal dérivé de L,, on a L}, C I et I est un idéal
de L, tel que L,/I soit abélien [9].

La forme bilinéaire i(X)k (ot X e L,, he HV) met en dualité les espaces
vectoriels L,/I et HV/H}). Par suite:
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dimcLh — dimcl = dimcﬂ(l) — dimcH(é).

3. Variétés Kihleriennes

a) Dans toute la suite, nous supposons que la variété compacte W, con-
sidérée admet une métrique kihlérienne qui s’écrit localement

3.1 ds* = 2g,,dz:dz?
la 2-forme (réelle) fondamentale associée étant:
(3.2) F = ig,dz* A d2P.

Pour que la métrique hermitienne (3.1) soit k#hlérienne, il faut et il suffit
que la 2-forme F soit fermée. Elle est alors a dérivée covariante nulle dans la
connexion riemannienne définie par la métrique [8]. En coordonnées locales
complezxes, les seuls coefficients non nécessairement nuls de cette connexion
sont ceux de types purs:

F;,; F{lgf:[’;r'

Soit 4 un p-tenseur de type (p, 0). A un tel p-tenseur correspond de maniére
naturelle, par dualité définie par la métrique et conjugaison, une p-forme
notée a(A4) de type (p, 0) avec:

(a(A))p;-..pp = g“”~ . .gppapAu...ap .

Inversement toute forme de type (p, O) est 1'image par @ d’un p-tenseur de
type (p, 0).

Nous notons («, 8) le produit intérieur de deux p-formes considéré comme
une fonction du point z ¢ W, par <a, §> le produit scalaire global

<C¥, ‘6> = f(ay ;8)77 >

ou 7 est la forme ¢élément de volume définie par la métrique et I’orientation
de W,.

b) Soit ¢ I'opérateur de codifférentiation sur les formes qui s’exprime
immédiatement, au signe prés, par la dérivation covariante contractée. On
pose & = §" + §”, ot ¢’ est de type (—1, 0), et 5" de type (0, —1). De * =0,
on déduit encore:

(3.3) §=0, §*=0, ¥ +55=0.

On sait que § est transposé de d par le produit scalaire introdujt. De méme
& est transposé de d’ et 5" de d”, ce qui se traduit par les relations:
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<da, p> = <a,§B>, <d'a, > = <a, 58> .

Le laplacien 4 = dd + dd de G. de Rham sur les formes admet aussi, sur
une variété kdhlerienne les expressions:

(34) A= 2(d’5' + 5'd’) — 2(d115/1 + 5"d") i

Soit enfin M ’opérateur linéaire sur les formes défini sur les formes de type
(p, ) par la relation:

Ma,,, = (p — Qiay,, -
On établit [8] que cet opérateur satisfait aux relations de commutation :
(3.5 M-Mi=dA—Ad, dM —Md = —[6L — L3l = —i(d —d"),

ou L (resp. A) sont les opérateurs de produit extérieur (resp. intérieur) pour
la forme F. Il en résulte aisément que 4 commute avec les opérateurs L et A.

¢) Soit H® ’espace complexe des p-formes holomorphes de W,; nous
désignons par b, (W,) sa dimension complexe.

Si pe H®, elle vérifie d’ g = 0 et aussi 6 8 = 0 pour une raison de type;
£ est par suite harmonique au sens de 4 d’aprés (3.4), donc fermée (dp = 0)
et cofermée (68 = 0). Ainsi sur une variété kdhlerienne, toute p-forme holo-
morphe est fermée et méme harmonique. '

I1 en est en particulier ainsi pour les 1-formes holomorphes qui sont inter-
venues au §2. On voit de plus que b, (W,) = 2 b, (W,).

d) Soit A un p-tenseur holomorphe sur W,. On a:

(3.6) A = P ydnrtr = 0,

ou F est I’opérateur de dérivation covariante dans la connexion riemanienne.
Par passage a la forme a(A), les relations (3.6) se traduisent par:

(3.7 7)., = 0.

Par antisymétrisation de (3.7), on voit que w(A) est nécessairement d’-fermée
(d’a(A) = 0). On sait que d’ (ou d”) définit une cohomologie localement
triviale. Du théoréme de décomposition de Hodge—de Rham il résulte que
T’on peut décomposer a(A), d’-fermée, selon:

(3.8) a(d) = d'8 + Ha(4) ,
ou S est une (p-1)-forme et ol Ha(A4) est une p-forme holomorphe. Le

scalaire holomorphe défini par le produit intérieur (a(A4), Ha(A4)) est une
constante et nous posons:
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3.9 k(A) = (a(A), Ha(A)) .

On a par orthogonalité:

(3.10)  <Ha(d), He(A)> = <a(d), He(A)> = k(A) J‘ 7.

Ainsi pour que k(4) = 0, il faut et il suffit que Ha(A4) = 0 c’est-a-dire que
a(A) soit d’-cohomologue a zéro.

Considérons en particulier le cas p = 1, c’est-a-dire le cas des t.i. holo-
morphes X. Nous pouvons les définir & partir des 1-formes & = o(X®®), de
type (1, 0), vérifiant V/,&, = 0. La décomposition (3.8) s’écrit dans ce cas

(3.11) §=dp+ H,

ou p est un scalaire complexe. Pour que X ¢/, il faut et il suffit que K(X*?) =
iX)HE = 0, c’est-a-dire que & vérifie V£, = 0 et soit &’ cohomologue 2 zéro

[%1-
4. Caractere positif ou nul d’une classe de cohomologie de type (1.1)

a) Soit y une 2-forme réelle de type (1, 1). A cette 2-forme qui s’écrit
localement

7= 7’¢ﬁd2“ A dzf
associons la forme hermitienne ¢ ds composantes

Caﬁ = _iTlxg .

En particulier & la 2-forme F de W, se trouve ainsi associée la métrique de
W,. Nous écrirons 7 > 0 (resp < 0) si la forme hermitienne ¢ associée a y
est positive ou nulle (resp. négative ou nulle) aux différents points de W.,,.

b) Supposons y fermée et notons [y] sa classe de cohomologie réelle.
D’aprés la classique décomposition en classes primitives par rapport 2 la
classe fondamentale [F], on a:

4.1 Fl=alF1+[8] (48]=0)
(ou a est une constante réelle) ou en termes de formes:
4.2) y=aF + g+ du

avec 48 = O et g, 1-forme. Par produit par 4, il vient:

/lr:an+/ldp.
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Mais d’apres (3.5)
dApy — Adpy = oMy — Mop
ou dAu = Mgy = O pour des raisons de degré. Ainsi:
Ay =an — My .

Par intégration sur W, il vient:
(4.3) anfyy = f(/lr)n .

Si 7, non identiquement nulle, est > 0, Ay est > 0 et non identiquement nul,
On a donc a > 0 et, d’aprés (4.1), la classe [y] de la forme envisagée est
certainement = 0. Il en résulte qu’une classe de cohomologie non nulle de
type (1, 1) ne peut contenir simultanément une forme > 0 et une forme < 0.

Nous dirons qu’une classe de type (I, I) est > 0 (resp < 0) si elle contient
une forme fermée > O (resp. < 0). Une classe & la fois > 0 et < O est cer-
tainement nulle.

¢) Nous notons ¢(W,) la premiére classe de Chern c’est-a-dire celle de
degré 2—de la variété W,. Soit R le tenseur de Ricci de la variété, dont nous
désignons par R,; les composantes en coordonnées locales complexes dans
un domaine U. Si gy désigne le descriminant dans U de la métrique:

4.4 R, = —0,9;log Jgw -

On sait que ¢,(W,) peut étre définie par une 2-forme réelle fermée =, & pério-
des entiéres, qui ne différe de la 2-forme associée & R que par un facteur de
normalisation. Plus précisément sur U:

(4.5) r = (2a) R, dze A d2.

Nous nous intéressons ici aux cas oir c;(W,) = 0 et c(W,) < 0, c’est-a-dire
au cas ol la classe de cohomologie réelle définie par c(W,) est positive ou
nulle, ou bien négative ou nulle. 1l en est ainsi pour un certain nombre de
variétés algébriques intéressantes.

Les cas ou ¢;(W,) contient une forme partout définie positive ou définie
négative ont été étudiés par de nombreux auteurs, en particulier Kodaira,
Nakano, Andreotti et S. Kobayashi [4], [S]. Une fraction notable de leurs
résultats se laisse généraliser de maniére convenable aux hypothéses faites ici.

5. Interprétation de ¢;(W,) =0

a) Rappelons a quelle condition une 2-forme réelle fermée y de type (1,1)



202 ANDRE LICHNEROWICZ

est homologue a 0. Il existe alors une 1-forme réelle A telle que:
y=4da.
Posons, par décomposition selon les types:
A= Agn + Aoy
od, d’aprés la réalité de 2, on a: 4,4 = 2.1,- Pour di, on obtient:
A= d' 240 + (A" 24,0 + d'Ag0) + A7, -

Pour que y = di soit de type (1, 1), il faut et il suffit que d’A,, = O3 A4,
étant d’-fermée peut s’écrire:

Ape = dp+ h,

ol 4 est une 1-forme holomorphe (¢’ = 0) et p un scalaire complexe. On
en déduit:

(5.1 di=d'dp +dd's=dad'FE—p).

Posons g — p = iy, oll ¢ est un scalaire réel. Il résulte de (5.1) que si y de
type (1, 1) est homologue a 0, il existe un scalaire réel ¢ tel que:

5.2) y=idd’'¢.

Nous introduisons dans la suite le scalaire positif f = exp ¢ et écrivons (5.2)
sous la forme:

(5.3) ;= idd" logf (f>0).

Inversement a tout scalaire strictement positif f, (5.3) fait correspondre une
2-forme réelle ¢ de type (1, 1) homologue & 0. Si ¢ est la forme hermitienne
associée a 7, on a en coordonnées locales :

(5.4) C.p = 0,0;log f f>0
ou indifféremment:
Cp = Palplogf.

b) Supposons que ¢;(W,) = 0. De I’étude précédente, il résulte que pour
qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit qu’il existe un scalaire positif f tel que:

(5.5) R.; =9,0;logf.

Nous sommes ainsi conduits & attacher a chaque domaine U de coordonnées
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locales complexes le scalaire local strictement positif Xk, = f./g,; qui d’aprés
(4.4) et (5.5) vérifie:

(5.6) 9,0 logk, = 8,9, logf 4+ 3,9;log Jg; =0

De (5.6) on déduit immédiatement qu’il existe une function holomorphe lo-
cale ay telle que:

ky = ay(z) ay(2) ;

k, étant strictement positif, a; ne saurait s’annuler sur U.

Les k, correspondant aux différents domaines de coordonnées locales défi-
nissent sur W, la densité scalaire (ou noyau) k associée & la 2n-forme fy.
Soit.V un domaine tel que U N V soit connexe, #¥(z) le jacobien correspon-
dant 2 U et V. Si k, est la composante de k relative au domaine ¥V, on a
d’aprés la définition des densités scalaires, sur U NV,

ky = F5FVky .

11 vient ainsi:

ay(2) ay(2) = FY(2) FFR) ay(2) ay(x)  (zeUNV).

I1 en résulte que les quantités

5.7) cv— @ _ FIE&E
j?(z) ay(2) ay(2)

sont sur U N V des constantes = 0. On a donc:

ay(2) = CY #9(2) ay(2)
avec CY CY = 1. Il existe donc des constantes réelles ¥ telles que:
(5.8) ay (@) = ¢ FYUDay(x)  (zeUNV).

Soit W un troisiéme domaine de coordonnées localestel que U N W et V N W
soient connexes. On a

a(2) = €W LD ay(x)  (zeVNW).

SizeUNV NW, on adonc:

ay(2) = 7 +ow) FY(2) F3(2) ay(2) .
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Il en résulte que les constantes introduites vérifient:
5.9 o = o¥ + o (mod. 27) .

c) Soit (Wn, p) le revétement universel de W,. Nous munissons I7Vn» des
éléments images rec1proques par p de ceux introduits sur W,. Introduisons
un recouvrement de W, par des domaines U, V, W, etc. . . . tels que I’inter-
section de deux domaines soit connexe. Soit ¢z une constante réelle attachée
au domaine U. On en déduit pour un domaine ¥ tel que U N ¥ # ¢ une
constante o3 définie par:

gpg = o5 — ¢F (mod. 27) .

ol = ¢§,;—50§E(905~W)—(¢5—W)Ew —¢%. (mod.27).

Ces constantes modulo 2z étant ainsi choisies pour le recouvrement envisagé
de W,, on a

(5.10) T uayB) = FLE) €7 a(2) -

(5.10) exprime que les quantités ¢*7 d3(Z) sont les composantes sur W, d’une
n-forme holomorphe &, partout différente de zéro. Si s est un actomorphisme
de W, correspondent a un élément du groupe fondamental z,(W,), on a

(5.11) S = e g

oll ¢(s) est une constante réelle, définie modulo 2z.

Anisi si ¢,(W,) = 0, il existe sur Wn une n-forme holomorphe & partout
=+ 0, vérifiant (5.11).

Un recouvrement satisfaisant 2 la condition enoncee peut, par exemple,
étre construit au moyen de “voisinages convexes” (voir Kobayashi—Nomizu
([5], p 166) pour la structure riemannienne envisagée.

d) Inversement supposant qu’il existe sur W, une n-forme holomorphe a
partout == 0, vérifiant (5.11), pour chaque éiément de =,(W,). La 2n-forme

K = & A\ &, partout = 0, de W, satisfait
S*K’ = K .

Cette forme définit donc une 2n-forme de W, dont Ie noyan & qui peut s’écrire
localement & = & & vérifie:

- (27r)*1‘i8a Oploghky = 0.
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Le premier membre définit une 2-forme de la classe de Chern. Il en résulte
que ¢(W,) = 0. Nous pouvons énoncer

Théorem. Pour que la premiére classe de Chern c¢,(W,) d’une variété
kihlerienne compacte W, soit nulle, il faut et il suffit qu’il existe sur le revéte-
ment universel W, une n-forme holomorphe & partout différente de O et véri-
fiant (5.11) pour tout élément de n,(W,).

6. Sous-algebre de L, laissant invariante une 2n-forme > 0
Donnons-nous sur W, kihlerienne compacte, une 2n-forme non nulle

(6.1) K = fp (=0

ol f est un scalaire > 0. Par abus de langage, nous dirons que la 2n-forme
K est supposée > 0.

A K est canoniquement associée un noyau £ dont la composante relative a
un domaine U est:

(6.2) ky=fguv = 0.

a) Soit L, I’algébre complexe de toutes les t-i holomorphes de W, L une
sous algébre complexe de L,. Nous nous proposons d’exprimer que L laisse
invariante la forme K ou—ce qui est équivalent—Ie noyau k [11].

La relation #(X)k = 0 x’exprime localement, sur un domaine U, par:

(X*0ky + 0.Xky) + (X Opky + 0.X%y) = 0.

De meme #(JX)k = 0 s’écrit:

[(X0.ky + 0, X°ky) — [ (X°0,ky + 0,X%)=0.
Ainsi pour que X et JX laissent £ invariant, il faut et il suffit que:
6.3) X3.ky + 8, X%, =0.
D’aprés (6.2) la relation précédente peut s’écrire:

X@0.fd90 + 10.d9v) + 8.Xf\gy = 0

soit:

6.4) floxe+ 2%y} X5 =0.

NGu

Or, d’aprés des formules classiques de géométrie kdhlérienne [8]:
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VX = 3.X + ', X' = 3% + 239w x5
'ngf

(6.4) peut ainsi s’écrire

fr.Xe+X¥V,f=0
c’est-a-dire
©.3) 7.(fX)=0.

Si & = afX*?) est la 1-forme de type (1, O) associée 2 X*?, la relation (6.5)
est équivalente 2

(6.6) 5(f&) = 0.

Ainsi pour que L laisse K invariante, il faut et il suffit que la I-forme
£ = a(X®") associée a tout élément X de L vérifie la relation (6.6).
b) SiXelL, la l-forme d’-fermée & peut s’écrire:

(6.7) &=dp + H¢t.
SiXeL NI, & est d-homologue 2 0:

& vérifiant (6.6), on a:

(6.9) <fd'p, dp> = <¥'(fd'p), p> =0

et par suite, f étant > 0, fd’p = 0. Soit V un domaine de W, sur lequel f ne
s’annule pas; d’p = &, donc le champ de vecteurs X correspondant, sont
identiquement nuls sur V. Par analyticité, X est identiquement nul sur W, et
LNI=0.

En particulier [L, L] qui est contenu dans L 1 I est nul.
Considérons 1’application linéaire de 1’espace vectoriel complexe L dans
I’espace vectoriel complexe H® des 1-formes holomorphes définie par:

XeL — Ht = He(X"") e HY ,
Cette application est injective puisque son noyau est L (1 7 = 0. Il en résulte:
dimg L < dimg HY = b, ,(W,) .

Lemme 1. Toute sous-algébre complexe L de L, qui laisse invariante une
2n-forme K = 0 est abélienne et:

(6.10) dimgL < by, (W) .
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¢) Soit T? I'espace complexe des p-tenseurs holomorphes sur W,. La
situation précédente et les travaux de Kodaira nous conduisent & introduire

le sous-espace U?(f) de T? défini par les p-tenseurs holomorphes A vérifiant
la condition:

(6.11) 5 {fa(A)} = 0

ou f est un scalaire > 0 ([6]).

Si AeUr(f) et si k(4) = 0, on sait que Ha(A) = 0 et on déduit de (6.11)
par un raisonnement identique a celui du lemme 1 que 4 = 0. L’application
linéaire de I’espace vectoriel complexe U?(f) dans ’espace vectoriel complexe
H® des p-formes holomorphes définie par:

A e UP(f) — Ho(A) e H®

est injective. Ainsi:
Lemme 2. Pour tout f > 0, tout élément A de U?(f) qui vérifie k(A) = 0
est identiguement nul et

(6.12) dimc UP(f) < by, o (W) .

On notera qu’il résulte de ce lemme qu’un élément A de UP(f) ne peut
s’annuler sans étre identiquement nul. En effet si A s’annule en un point de
W, k(4) = 0.

7. JXnvariance par L des éléments de U?(f)

a) Soit X une t. i. holomorphe et soit 4 un p-tenseur holomorphe. Le
transformé infinitésimal de A par X est le tenseur de type (p, 0) défini, sur
un domaine U de coordonnées locales complexes, par:

(71) {g(X)A}pl""’p — X;alApl...pp _ f_—: anpiApl...l._.pp ]
im1

Les composantes de X et de 4 étant des fonctions holomorphes sur U, il en
est de méme des composantes du p-tenseur #(X)A4. Ainsisi AeT?, XelL,
ona L(X)AeT?,

En introduisant des dérivées covariantes, (7.1) peut s’écrire:

ou comme on le vérifie immédiatement:
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1 E"l""”leXaAz.-zu-:p

(7.2)  {LX)AY*» = XV A% —
(p —_ 1)! orgeecip

ol ¢ est le tenseur-indicateur de Kronecker.
b) Supposons maintenant que A ¢ U?(f), ¢’est-a-dire vérifie en outre:

3'{fa(A)} = 0.
Cette relation peut s’écrire sur le domaine U:
(73) Vl(fAz.az...Pp) =0 .

En explicitant la dérivation covariante, il vient sur U:

(i t9) = DA ) = T3, e = 0 (f A0 7s) + DL e,

NG
1l en résulte, par produit par Jg,, que (7.3) peut s’écrire:
B *31{g7) = 0
ou si I’on introduit le noyau & de composantes k,; = fJgy:
7.4 (A% fky) = 0.

Soit X e L laissant K = f5 invariante; #(X) commute avec 3, et annule &;
par produit de (7.4) par #(X) on a ainsi:

0. {(L(X)A) " rrky} = 0.
qui exprime que £(X)A appartient 4 Ur(f).

¢) Soit 8 une p-forme holomorphe sur W,. Nous nous proposons d’abord
d’obtenir une expression commode pour:

(@(LX)A), P = 1—)1—,{$<X)A}"x""’pﬁp,..pp :
D’aprés (7.2), il vient:

(@(LA), ) = XV (A 2op) = KAy,
p! p!

1

T AT

argrrty

Le premier terme du second membre étant nul, on peut écrire:



VARIETES KAMLERIENNES 209

(@MLEA), f) = — — L A7 (X,

=D

1 ArgerT 4
o it E b,

)

p

1 s o
— XA By

Soit en modifiant le nom des indices:

(1.5)  (@LEOD), §) = — —— A= T (X
(r— D!

_ A‘l""’pyzﬂplmpp] .

9t Tp

+ LXpareer, g,
D:

La forme holomorphe 8 étant d’-fermée, on a:

A
._51

1 w cepp
p! go....ap

Vzﬁpl-..pp =0.
En effectuant le produit contracté par A°1-“» et distinguant les termes corres-
pondant 3 1 = g,0u 1 = ¢y, - - -, Gy, il Vient:
A, By = PV faeyey) = 0
ce qui peut s’écrire:

Aal...apVao ﬁ"l""’p — pAo.-z...ede‘B — 0 .

7072 TP
Le dernier terme du second membre de (7.5) est donc nul et I’on a:

1

(7.6) (a(L(X)A), B) = — _.__.__A"z'“’pVx(X"‘B,,Z.,,,p) .
(r— D!
Par produit par f il vient:
(LX), P = — — Ll (X, ).
r— D! :

Mais A appartenant 2 U?(f) vérifie (7.3). Par suite:

1

X = ——"
et X4 ) = = -,

V(2 XoB,, ).

Par intégration sur W, on obtient:
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7.7 <fe(LX)A), B> = 0.
En particulier:
<fa(L(X)A4), Hae(L(X)4)> = K(L(X)4) <f, 1> =0.

Ainsi k(L (X)A) = 0 et du lemme 2 il résulte #(X)4 = 0. Nous énongons:
Lemme 3. Toute sous-algébre complexe L de L, qui laisse invariante une
2n-forme K = fp > 0, laisse invariant chaque élément de UP>(f).

8. Invariance des formes holomorphes—Application

a) Nous avons vu que sur une variété kihlerienne compacte W, toute
p-forme holomorphe g est fermée. Si X e L,, on a:

8.1 L(X)B = (di(X) + UX)dDp = di(X)8 .

La forme i(X)p8, de type (p — 1, 0) a pour composantes sur un domaine U
de coordonnées locales

(X)BYy ey = KBy -

Ainsi i(X)8 est holomorphe, donc fermée et #(X)g = 0.

Proposition 1. Sur une variété kihlerienne compacte W, toute p-forme
holomorphe est invariante par le plus grand groupe connexe de transforma-
tions holomorphes de W .

b) Reprenons une variété kihlerienne compacte W, telle que b, (W,) # 0.
11 existe donc sur W, une n-forme holomorphe 5 non identiquement nulle.
Celleci est invariante pour toute t. i. holomorphe. 11 en est donc de méme
pour la 2n-forme K = ¢,8 A B manifestement > 0. Nous posons:

8.2) K=epNf=f (f=0).

Relativement a K, I’algebre de Lie L, de toutes les t. i. holomorphes vérifie
les hypothéses du lemme 1. Ainsi:

Proposition 2. Si W, est une variété kihlérienne compacte telle que
b, W) # 0, le plus grand groupe connexe G de transformations holomorphes
de W, est abélien et dim, G < b(W,).

f étant défini par (8.2), il résulte du lemme 3 que le groupe G laisse invari-
ant tout élément 4 de U=(f).

9. Identités relatives anx tenseurs holomorphes

a) A tout p-forme « de type (p, 0), associons le (p + 1)-tenseur covariant
de type (p + 1. 0) défini par- ’
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9.1) a(a)lpl_._/,p = V;a,,lmpp .
D’aprés (3.7), pour que le p-tenseur 4 de type (p, 0) soit holomorphe, il faut
et il suffit que a {@(4)} = 0. Compte-tenu de la compacité de W, nous allons
mettre cette condition du premier ordre sous la forme d’une condition du
second ordre.

Etant donné un tenseur covariant ¢ de type (1, 1), nous introduisons I’opé-
rateur Q(t) sur les formes « de type (p, 0) défini par:

Oy = LAz ANdze N N dzee

Ep———_]j!_ tl#a‘""z' e
On en déduit sur U:

2 AGg- -0
(9'2) {Q(t)a}P1"'Pp = -(.;)-——-—]_)—7691?"'102 t[‘am...,p .

Soit R le tenseur de Ricci de la variété. D’aprés 1’expression générale du
laplacien da d’une forme, on a avec la notation (9.2):

da,..,, = — VWi, + HOQRD,...,, -
On en déduit:

9.3) (da — %Q(R)a)pl...Pp = =Vl pp— VZV“apl_,_pp .

Or d’aprés I'identité de Ricci

P 1 d0g:--0
y.Ft— VIVI)CYP!”_PP = - glRpizapl..‘x...pp = — msp;o--p;’Riﬂa‘"Z op
soit:
(9.4) VZVlapl,_.Pp = VZVZaPL"'Pp — %[Q(R)a]pl__.pp .

De (9.3) et (9.4), il résulte:
(o — Q(R)),,...,, = — 20V,

A p]_ v 'pp
c’est-a-dire I’identité :

(9.5) (da — Q(R)rx)pl,.l,,p = — 2J"*a(a)

Zpycepp

Si A est un p-tenseur holomorphe a{x(4)} = O et a(4) est solution de I’équ-
ation elliptique:
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(9.6) da(A) — O(R)a(A) = 0.
b) Associons a un p-tenseur 4 de type (p, 0) la 1-forme b(4) définie par:

Dans la suite, nous écrivons a(x) pour a{a(A)}. Par dérivation il vient:

7 1 1 ] i
8'b(A) = — I)_!V‘A”i""’pa(a)lplmpp — p—!A-l""’pV a(a)1P1~~~.° .

p4

De (9.5) on déduit ainsi:
(CA)) (a, da — Q(R)a) = 2(p + 1)(a(a), a(a)) + 25'b(A) .
Par intégration sur W, il vient:

<da — O(R)er, @> = 2(p + 1)< a(a), a(a)>

oll le second membre est positif et n’est nul que pour a(«) = 0. Ainsi (voir

[8D:
Proposition 1. Etant donnée une variété kihlerienne compacte W,, on a
pour toute forme « de type (p, 0) la relation:

(©.8) <da — QR)a, a> = 2(p + D<a(a), a(a)>.

Pour qu’un p-tenseur A de type (p, 0) soit holomorphe, il faut et il suffit que
a(A) vérifie:

9.9) <da(A) — O(R)a(A), a(A)> =0
ou soit solution de I’équation:

da(A) — Q(R)x(A) = 0.

10. Introduction d’un scalaire f > 0

a) Sur la vaiété kihlerienne compacte W, donnons-nous un scalaire f > 0
et introduisons, en accord avec les travaux de Kodaira, espace complexe
F?(f) des p-formes « de type (p, 0), d’-fermées

(10.1) da=0
et vérifiant la condition

(10.2) §'(fa) = 0.
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Soit & le fibré vectoriel complexe trivial de W, 2°(&) le faisceau des fonc-
tions holomorphes a coefficients dans &. D’aprés Kodaira:

dim F2(fy = dimcHP(W,,, 2°(F))
et d’aprés un résultat classique de Dolbeault:

dimgHA(W o, Q°(F)) = by (W) .
11 vient ainsi:
(10.3) dimoFr(f) = b, (W,) .
Introduisons sur les formes « de type (p, 0) les opérateurs:
(10.4) §ra= f1o'(fa), d;=2(d¢& + &,d)
et le produit scalaire global:

<a,f>;= <a,f8>.

3’ est le transposé de d' pour ce produit scalaire. En effet si o est une forme
de type (p + 1, 0) et 8 une forme de type (p, 0), on a:

<8ha, f>5 = < (fa), B> = <fa, dF> = <a,dF>;.

4d; est une généralisation du laplacien 4 de G. de Rham. Si « est une forme
de type (p, 0):

<dia, fa> = <d;a, a>; = 2<8a, ra>; + 2<da, da>,.
Il vient ainsi:
(10.5) <dsa, fa> = 2<8a, f6ra> + 2<da, fda> .
Nous voyons que < d4,«, fa> est positif et n’est nul que pour:
da=20, =0

c’est-a-dire pour les éléments de F2(f). 11 en résulte que les éléments de F2(f)
coincident avec les solutions de 1’équation :

Afa=0.

b) Il est aisé de donner de 4, une expression simple en fonction de 4 et
de f. Pour une forme « de type (p, 0), on a:

dya = 28 {8 (fa)} + 2f 0 (fd ) .
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On en déduit en explicitant en coordonnées locales les dérivations:

2 T (O )} — 2 DY)

s @erocty = = T

ou en développant :

2 ,uaz..,ﬂpVF aniﬂz--‘ap _ ZVI(d,a)lpl-npp

(Afa)Pl"“Pp = - E;:—l—)—lsﬂl""Pp

— G ) = 2Ty
Sous forme intrinséque, il vient:
(10.6) 4; = 4 = 2d'i(f*d"’f) — 2i(f~'d"Hd’
ou, pour une forme « de type (p, 0), on a posé:
(10.7) (" Dal .0y = FF )ty ..o -
¢) Nous posons dans la suite:
(10.8) Ry =c,;+3,0;logf (>0

ou la forme hermitienne ¢ définit ainsi une 2-forme réelle fermée 7 de type
(1, 1) telle que [y] est proportionnelle 4 ¢,(W,). On peut obtenir, pour f > 0
arbitraire, une généralisation de la proposition du paragraphe précédent.
D’aprés (9.7):

(fa, da — QR)m) = 2(p + (fa(e), a(e)) + 2f5'b(A) .
Or:
13b(A) = &/ (fb(A)) + i N
(dDA) = PHA0 45 Vel A) ...,y = (TP, 0(A),, ..., FAP0
Posons:
O 120010 pypy = (TN 2l
On obtient ainsi:

(10.9) (fa, da — O(R)a — 27 ;~14n,0) = 2(p + D(fa(@), a(a)) + 25'{fb(A)} .
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Par intégration sur W,, nous obtenons:
(10.10) <da — QR)a — 2V ;14 a, fa> = 2(p + 1) < a(e), fa(a) >

ol le second membre est encore positif et n’est nul que pour a(x) = 0.
d) De la décomposition (10.8) de R on déduit d’autre part que si « est
une forme de type (p, 0):

2 Agg ..

QR — Q(O)al,,...,, = (—p—_—l)!spl.'.:ZVlV” log fa,,,....,
Il en résulte
OR)« — Q(©)al,,...,, = 5_2—1)15:7"”‘7 F 7 2.}

ce qui peut s’écrire, avec la notation introduite dans (10.7):

(10.11) {OR)a — Q()a — 2d'i(f'd"Pal,,...,,

_ 2 Aoy ”p 1
BT AL

Considérons la forme 2i(f*d”’f)d’a qui a pour composantes :

2 la'l

20’ Hd'al,,...,, = "P f e sl e, .

En distinguant le cas p, = 4 et le cas p, = &, - - -, g,, il vient:
(10.12) Z{i(f'ld”f)d’a}pl,__ = 2f" 117"01‘17,,0«,,1
2

P g-1
m o1 0p e nyzc%“z

De (10.11) et (10.12), on déduit ainsi que si « est une forme de type (p, 0),
on a la relation:

(10.13) QR)a + 20 j~yympx = QO + 2{d'if'd"f) + i(f'd"fyd'}
et (10.10) peut s’écrire compte-tenu de 1’expression (10.6) de 4,:

<dra — Q(O)a, fa> = 2(p + 1) <a(a), fa(x)> .
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Nous pouvons énoncer :
Proposition 2. Etant donnée une variété kihlerienne compacte W, et un
scalaire f > 0 sur W,, on a pour toute forme « de type (p, 0) la relation:

(10.14) <dra — Q(O)a, fa> = 2(p + DN<a(a), fa(@)> .

Pour qu’un p-tenseur A de type (p, 0) soit holomorphe, il faut et il suffit que
a(A) vérifie:

(10.15) <dja(d) — Q(Qa(A), fe(A)> =0
ou soit solution de I’équation:

(10.16) 4dra(A) — C(Q)a(A) = 0.

11. Variété kahlerienne a classe de Chern c,(W,) < 0

Supposons que la variété kihlerienne compacte W, admette au sens du
paragraphe 4, une premiére classe de Chern ¢,(W,) < 0. Le tenseur de Ricci
de la variété vérifie alors la relation (10.8), soit:

(11.1D R,y =c, + 3.0;logf F>0

ou la forme hermitienne ¢, de coefficients c,;, est négative ou nulle en tout
pointde W .

a) Si « est une p-forme arbitraire de type (p, 0), considérons la forme
O(¢)a donnée par

2 A0oeee0
Q.. = — ™ e, .

=Dl s

Par abus de notation, nous notons encore « le p-tenseur associé a la forme «
par conjugaison et dualité définie par la métrigue. Il vient:

Q©)a @) = G____%Waw :
Soit
11.2) (0O, @) = (—I;TZ-I)—!Czﬁa‘”z""’PaF,,2_.,,p.
De I’'hypotheése faite sur ¢, il résulte ainsi:
(11.3) Q©a, ) <0

en tout point de W,.
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b) Soit 4 e T? un p-tenseur holomorphe arbitraire de W,. D’aprés la
proposition 2 du paragraphe 10

(11.4) <d;a(A) — Q(©)a(A), fa(4)> = 0.
Mais d’aprés (10.5) et (11.3):
<dja(d), fa(A)> 20,  — <Q)aA), fa(4)>> 0.
11 en résulte, en vertu de (10.5), §,a(A4) = O, soit 1a relation:
&' {fa(A)} =0

et 77 coincide avec U~(f). Il en est en particulier ainsi pour p = 1, c’est-a-
dire pour 'espace des vecteurs holomorphes. Par suite 1’algébre L, laisse
invariante la 2n-forme positive K = f;. Des lemmes 1 et 3, on déduit le
théoréme suivant:

Théoreme 1. Si une variété kihlerienne compacte W, vérifie ¢ (W,) < 0,
tout p-tenseur holomorphe est invariant par le plus grand groupe connexe G
de transformations holomorphes de W, et:

dimeT? < b, (W) .
En particulier G est abélien et:

dimpG < b(W,)}.

12. Varieté kahlerienne a classe de Chern ¢,(W,) > 0

Supposons maintenant que la variété kZhlerienne compacte W, admette,
au sens du paragraphe 4, une premiére classe de Chern ¢,(W,) > 0. On a
encore (11.1) ot la forme hermitienne ¢ est positive ou nulle en tout point de
W,.

a) SiaeFr(f),onadsa=0 etil résulte de (10.14):

<@, fa> = — 2p + 1) <a(a), fa(a)> .
Mais d’aprés (11.2) et I’hypothése faite sur ¢
<O, fa>>= 0.
On en déduit:
(12.1) <a(@), fa(@> =0,  <Q©a, fa>=0

et par suite a(e) = 0. Ainsi @ e F?(f) est nécessairement forme associée a un
p-tenseur holomorphe A4 ¢ U?(f) et I’on a:
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dimc U?(f) = dimg F?(f) = b, o(Wa) .

I1 résulte de lemme 2 du paragraphe 6 que sila constante (a, He) est nulle,
a est nécessairement nulle. L’application linéaire de 1’espace vectoriel com-
plexe F2(f) dans ’espace vectoriel complexe H® définie par:

acFr(f) - Hee HP

est bijective. D’autre part une p-forme holomorphe de W, ne peut s’annuler
en un point sans étre identiquement nulle. Il en résulte:

b, (W, < CE.

b) Considérons en particulier le cas p = 1. Soit L la sous-algébre com-
plexe de L, définie par les t.i. holomorphes laissant invariante la 2n-forme
positive K = f5. Cette sous algébre de dimension b, (W) est abélienne d’a-
pres le lemme 1 du paragraphe 6 et laisse invariant chaque élément de U?(f)
d’aprés le lemme 3.

Si I est I’idéal introduit au paragraphe 2, il résulte de I’analyse du a que
L,/I admet un isomorphisme naturel sur L et L, admet la décomposition en
somme directe L, = I + L. Nous obtenons

Théoreme 2. Si une variété kihlerienne compacte W, vérifie ¢,(W,) = 0,
on a pour le scalaire f > 0 vérifiant (11.1):

dimoUP(f) = b, o(Wn) < CZ

et par suite dimoT? = b, (W,). Une forme holomorphe non identiquement
nulle ne peut s’annuler. L’algébre L, admet la décomposition en somme
directe:

(12.2) L,=I+1L,

oit L est une sous-algebre complexe abélienne de L,, de dimension complexe
b, (W), qui laisse invariant chaque élément de U?(f).

Supposons toujours ¢,(W,) > 0; si b, (W,) = 0, il existe une n-forme
holomorphe non identiquement nulle sur W, et cette forme ne peut s’annuler
nulle part. Par suite ¢,(W,) = 0.

Ainsi si ¢,(W,) = 0 n’est pas nulle, on a b, (W,) = 0.

13. Etude de cas particuliers

a) Supposons que ¢,(W,) contienne une 2-forme telle que la forme her-
mitienne associée ¢, partout négative ou nulle, soit définie négative en un
point z, de W,. Nous dirons que ¢,(W,) < O est localement définie négative.
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Si A est un p-tenseur holomorphe de W,, il appartient a Uz(f) et il résulte
de (11.4) que a(A) vérifie partout

(Qa(A), fa(d) = 0.

D’aprés (11.2), cette égalité entraine qu’au point z,, a(4) donc A4 s’annulent.
Mais A appartenant & U?(f) ne peut, d’aprés le lemme 2, s’annuler sans étre
identiquement nul. Ainsi:

Corollaire 1. Si ¢,(W,) < 0 est localement définie négative, il n’existe sur
W, aucun p-tenseur holomorphe non identiquement nul. En particulier le
plus grand groupe connexe G de transformations holomorphes de W, est ré-
duit a lidentité,

Nous obtenons ainsi une généralisation d’un théoréme dii 4 Nakano et re-
latif au cas out ¢,(W,) est définie négative (¢ partout définie négative). Sous
cette derniere hypothése, Andreotti et S Kobayashi [3] ont montré récemment
que le groupe de toutes les transformations holomorphes de W, est fini.

b) Supposons maintenant que ¢,(W,) contienne une 2-forme telle que la
forme hermitienne ¢ associée, partout positive ou nulle, soit définie positive
en un point z, de W,.. Nous dirons alors que ¢,(W,) = 0 est localement définie
positive,

Si «a € F2(f), il résulte de (12.1) que « vérifie partout:

QE)a, @) =0.

D’apres (11.2) cette égalité entraine encore qu’au point z,, « s’annule. Mais,
d’aprés I’hypothése faite, « est associée a un élément A de U?(f) et ne peut
s’annuler sans étre identiquement nulle. On voit ainsi que &,,,(W,) =0
(p=1, ---,n). Ainsi:

Corollaire 2. Si ¢,(W.,) > 0 est localement définie positive, il n’existe sur
W . aucune p-forme holomorphe non identiquement nulle. En particulier le
premier nombre de Betti b(W,) est nul.

¢) Supposons enfin ¢ (W,) = 0. Les résultats des deux théorémes fonda-
mentaux des paragraphes 11 et 12 sont simultanément valables. De

dimgT? < b, (W,), dimoT? 2 b, (W,)
on déduit
dimeT? = b, (W,).
Pourp=1
dimgL, = b, (W,)

et I est nul. Ainsi
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Corollaire 3. Si ¢,(W,) = 0, un p-tenseur holomorphe ou une p-forme
holomorphe # 0 ne peuvent s’annuler. Tout p-tenseur holomorphe est in-
variant par toute transformation infinitésimale holomorphe et

dimyT? = b, (W,).

En particulier le plus grand groupe connexe G de transformations holo-
morphes de W, est abélien et

dimzG = b (W) .

14. Variétée de Hodge a ¢;(W,) = 0 et localement définie positive

2) Supposons que W, soit une variété de Hodge (variété algébrique)
compacte: la 2-forme fondamentale F de W, admet des périodes entiéres. Si
X(W,) est le genre arithmétique de la variété, on a, d’aprés un résultat classi-
que de Kodaira et Spencer:

(14.1) W) = 3 (= by oW -

Soit W, un revétement d’ordre g de W, que nous supposerons muni de la
métrique et de la 2-forme images réciproques de celles de W,. La variété W,
est aussi variété de Hodge. En appliquant la version de Hirzeburch du théo-
réme de Riemann-Roch, S. Kobayashi [4] a établi le lemme suivant :

Lemme 4. Soit W, un revétement d’ordre q d’une variété de Hodge com-
pacte W,. On a:

(14.2) AW, = qi(W,) .

b) Supposons en outre que ¢,(W,) = 0 soit localement définie positive. 1l
en est alors évidemment de méme pour W, et il résulte de (14.1) et du corol-
laire 2 du paragraphe 13:

W) =1, (W) =1.

On a donc nécessairement g = 1 d’aprés le lemme 4. Le groupe fondamental
(W) de la variété envisagée ne peut admetre de sous-groupe propre d’in-
dice fini.

Le premier nombre de Betti de W, étant nul, le groupe H,(W,, Z) est fini.
Le sous-groupe des commutateurs de x,(W,) ne peut que coincider avec
7 (W,) et ’on a:

W, Z)=0.

Ce raisonnement, dii & Kobayashi, conduit au théoréme suivant
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Théoreme 3. Soit W, une variété de Hodge compacte telle que c(W,) = 0
soit localement définie positive. Pour une telle variété.:

H\(Wr, Z) = 0.

15. Cas d’une courbure scalaire constante

Nous nous proposons d’étudier le cas d’une variété kihlerienne dont la
courbure scalaire Tr. R est constante.

a) Nous allons d’abord établir le lemme suivant

Lemme 5. Pour toute p-forme holomorphe 3, on a sur une variété kiihle-
rienne:

(15.1) FQR)E = — i(dTr. R)B.
En effet de:
_ 2 Jograp gy
(Q(R)AB)pl'“op - Ep_:—l—)_!sﬂ....,,pRl ﬁl“’g"'ﬂp .

On déduit qu’en coordonnées locales complexes:

7 2 Adg7**a "
(6 Q(R)‘B)pz...'ﬂp = - MEVPZ"‘P:;V Rzﬂﬁpaz-“a'p .

En distinguant au second membre les termes pour lesquels v = 1 et ceux pour
lesquels v = ¢, - - -, g5, il vient

GFQR)B) sy = — 2R Bugyero, + ) e pteeeisV R Bseyvay -

Le tenseur de Ricci d’une variété kidhlerienne vérifie :
PR = V*R,”.

Comme Brroyemop 5L antisymétrique en g et v le second terme du membre de
droite est nul. D’autre part, d’apres I’identité de Bianchi:

2F'R* = P*(Tr. R)
et il vient:
SOR)B = —idTr.R)8.

Si Tr. R = const., ¥QR)B=0.
b) Du lemme précédent, on déduit:
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Lemme 6. Soit A e T? un p-tenseur holomorphe sur la variété kihlerienne
compacte W, a courbure scalaire constante. Dans la décomposition :

a(A) = d'y + Ha(A)

la p-forme holomorphe Hua(A) est a dérivée covariante nulle.
Draprés la proposition 1 du paragraphe 9, «(A) vérifie ’équation :

da(A) — Q(R)a(A) = 0.
On en déduit:

<Ad'y — QR p, dp> = — < AHa(A) — QR)He(A), d'pi>

= <QR)Hao(A), d'pp>

i

soit
<Add'p — QR p, d'u> = <FQR)Ha(A), p> .

Mais d’aprés le lemme 5, le second membre est nul. De la proposition 1 du
paragraphe 9, il résulte que la p-forme d’y et, par suite, la p-forme Ha(A4)
sont associées 4 des p-tenseurs holomorphes; Ha(A4) vérifie donc les relations :

PiHa( A,y =0,  Fi{Ha(A),,...,, = O

et est ainsi a dérivée covariante nulle,

¢) Une variété riemannienne est dite irréductible si son groupe d’holono-
mie connexe est irréductible (dans le réel). Nous allons établir le lemme sui-
vant:

Lemme 7. Soit W, une variété kidhlerienne compacte telle que c,(W,) > 0,
sans étre nulle. Si W, est irréductible et a courbure scalaire constante, ona:

bp,O(Wn)—__O (p= 1,---,”).

En effet, d’aprés le raisonnement conduisant au théoréme 2, toute p-forme
holomorphe g de W, peut s’écrire § = Ha(A), oi A est un p-tenseur holo-
morphe. Il résulte du lemme 6 que, sous les hypothéses faites, toute p-forme
holomorphe B de W, est a dérivée covariante nulle, donc vérifie simultané-
ment 43 = 0, 48 — Q(R)B = O et par suite Q(R)5 = 0.

On en déduit:

(Q©)B, B) + 27, (F; log fgssfF,..., ) = 0.
Par intégration sur W,, il vient:

<Q)B, > =0.



VARIETES KAHLERIENNES 223

(Q(c)B, p) étant nécessairement > 0, on en déduit:

(Q©)B, B =0
soit en coordonnées locales:

(152) C;,;ﬁl"z""’pﬁﬁaz---o =0.

»

Si 8 = O est une p-forme holomorphe, il résulte de ’irréductibilité de W, :
Bl g, L, = ag {a = const. = 0)

puisque le premier membre est & dérivée covariante nulle. De (15.2), il ré-
sulterait alors Tr. ¢ = Q, ce qui est contraire aux hypothéses du lemme. On
en déduit b, (W, )=0(p =1, :-- n).

b) Supposons que W,, variété de Hodge, satisfasse aux hypothéses du
lemme 7. Le raisonnement du paragraphe 14 s’applique sans modification &
la situation présente et I’on a (voir [4])

Théoreme 4. Soit W, une variété de Hodge compacte telle que ¢ (W,) = 0,
sans étre nulle. Si W, est irréductible et a courbure scalaire constante, on a:

HW,,Z)=0.
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